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Рассматривается задача синтеза системы управления, в которой управление ищется как функция коор-
динат пространства состояний. Задача заключается в том, чтобы обеспечить движение летательного ап-
парата в окрестности пространственной траектории, заданной в виде множества точек. Для решения за-
дачи используется метод многослойного сетевого оператора, который отличается от простого сетевого 
оператора тем, что одно математическое выражение описывается с помощью нескольких целочисленных 
матриц меньшей размерности, чем матрица исходного сетевого оператора. Применение многослойного 
сетевого оператора увеличивает эффективность алгоритма решения задачи синтеза. Представлена оцен-
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ществляется многокритериальным генетическим алгоритмом. Приведен численный пример синтеза си-
стемы управления с помощью метода многослойного сетевого оператора.   
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A problem of synthesis of control systems is considered. The control is searched as a function of state coordi-
nates and it should provide motion close to the trajectory given as a set of points. To solve the problem a new 
computational method based on genetic programming and multilayered network operator is used. A multi-
layered network operator method presents mathematical equation as a number of integer matrices of smaller 
dimension that makes algorithm more effective. The effectiveness estimation of the network operator division 
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Введение 

Задача синтеза оптимального управления состоит в том, чтобы найти управление, зави-

сящее от координат пространства состояния объекта. Для синтеза системы управления раз-

работан новый численный метод  на основе сетевого оператора [1-6, 8-10]. 

Основная сложность построения численных алгоритмов синтеза оптимального управле-

ния заключается в том, что поиск решения задачи необходимо производить на пространстве 

формальных соотношений. Сетевой оператор позволяет представлять математические выра-

жения в виде целочисленной матрицы. Поиск возможного решения осуществляется с помо-

щью генетического алгоритма.  



  

При большой размерности матрицы такое представление не всегда эффективно, т.к. она 

содержит большое количество нулевых элементов. В настоящей работе применяется много-

слойный сетевой оператор, который представляет собой совокупность связанных ориентиро-

ванных графов, каждый из которых описывается с помощью целочисленной матрицы мень-

шей размерности, чем весь сетевой оператор. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу синтеза системы управления маневром беспилотного летательного 

аппарата. Математическая модель объекта управления имеет следующий вид  
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Ψθ= coscosVxc& ,      (4) 

θ= sinVH& ,       (5) 

Ψθ−= sincosVzc& ,      (6) 

где V – воздушная скорость самолета, θ  – угол наклона траектории, Ψ – угол пути, cx – про-

дольная дальность полета, H  – высота полета, cz  – боковая дальность полета. 

Заданы начальные значения  

( ) [ ]Tcc zHxV 0000000 Ψθ=x .      (7) 

Задана траектория движения в трехмерном пространстве в виде упорядоченного множе-

ства N точек 

( ) ( ) ( )( )NNNN zyxtzyxtzyxtP ~,~,~,,,~,~,~,,~,~,~, K22221111= .   (8) 

Заданы функционалы качества 
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Значения компонент вектора управления ограничены  

321 ,,, =≤≤ +− iuuu iii .    (11) 

Необходимо найти управление в виде  

( )qxgu ,= ,      (12) 



  

где ( )qxg ,  – искомая нелинейная вектор-функция, аргументами которой являются вектор 

пространства состояний [ ]Tcc zHxV Ψθ=x  и вектор постоянных параметров 

[ ]Trqq K1=q , который находится в процессе синтеза. 

Управление должно удовлетворять ограничениям (11) и минимизировать функционалы 

(9), (10). Функционалы описывают нормы отклонений положений центра масс летательного 

аппарата от заданной программной траектории (8). 

При управлении летательным аппаратом задается текущая точка программной траекто-

рии ( ) Pzyxt kkkk ∈~,~,~, , ktt ≤ . Синтезированная система управления должна обеспечить при-

ближение летательного аппарата к точке программной траектории. При достижении окрест-

ности текущей точки ( )( ) ( )( ) ( )( ) ε≤−+−+− 222
kckkc ztzytHxtx ~~~  осуществляется переклю-

чение на следующую точку программной траектории ( ) Pzyxt kkkk ∈++++ 1111
~,~,~, . Если за вре-

мя ktt ≤  окрестность заданной точки не была достигнута, то переключение на новую точку 

осуществляется по времени ktt > . Управление должно зависеть от координат состояния объ-

екта и программной траектории. Переключение точек во времени осуществляется только в 

случае большого отклонения от программной траектории. Для решения задачи используем 

метод сетевого оператора. 

2. Метод сетевого оператора 

Сетевой оператор представляет собой структуру данных, которая предназначена для эф-

фективного описания математических выражений. Для формального построения сетевого 

оператора вводим четыре конечных упорядоченных множества [8], из элементов которых 

состоит математическое выражение: множество переменных ( )nxx ,,V K1= , множество па-

раметров ( )lqq ,,Q K1= , множество унарных операций ( ) ( ) ( )( )zzz Wρρρ= ,,,O K211 , множе-

ство бинарных операций ( ) ( ) ( )( )zzzzzz V ′′′χ′′′χ′′′χ= − ,,,,,,O 1102 K . Все бинарные операции 

отвечают свойствам коммутативности, ассоциативности и должны иметь единичный эле-

мент. Множество бинарных операций должно быть непустым ∅≠2O . 

В памяти ЭВМ сетевой оператор представляется в виде матрицы сетевого оператора 

[ ]ijψ=Ψ , Lji ,, 1= . В качестве примера рассмотрим матрицу сетевого оператора для мате-

матического выражения ( )223sin11 xqqey xq += − . Зададим конструктивные множества 

( )21 xx ,V = , ( )cba ,,Q = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )zzezzzzz z sin126311 =ρ=ρ−=ρ=ρ= ,,,O , 

( ) ( )( )zzzzzzzz ′′′=′′′χ′′+′=′′′χ= ,,,O 102 . Матрица сетевого оператора имеет вид 
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Для вычисления математического выражения по матрице сетевого оператора  вводим 

вектор узлов [ ]T
Lzzz K1= . Для вычисления используем соотношение  

( )
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где 11 −= Li , , 11 −= Lj , . 

Для данного примера вектор узлов имеет следующие начальные значения 

( ) [ ]Tqqxqx 1011z 32211
0 = . Методика вычислений по сетевому оператору подробно опи-

сана в работах [1-3, 8-10]. Полученное математическое выражение хранится в элементе ( )8
9z   

( ) ( )( ) ( )22398121
8

9 sin11 xqqezzz xq +=ρχ= −, . 

Вычисление по сетевому оператору не требует анализа символов строк и выполняется 

достаточно быстро. Использование сетевого оператора позволило применить генетический 

алгоритм для поиска оптимального математического выражения при решении задач синтеза 

систем управления, идентификации, аппроксимации и др.  

Сложность математических выражений определяет размерность матрицы сетевого опе-

ратора. Для больших матриц при вычислениях с помощью соотношения (13) приходится 

просматривать большое количество нулевых элементов, 0=ψ ij . Чтобы сократить число ну-

левых элементов в матрице сетевого оператора, используем вместо одного сетевого операто-

ра с большим количеством узлов многослойный сетевой оператор, который состоит из не-

скольких сетевых операторов, соединенных друг с другом. 

3. Многослойный сетевой оператор 

Многослойный сетевой оператор [8] описывается несколькими матрицами сетевых опе-

раторов меньшей размерности, чем матрица исходного сетевого оператора. 

При построении многослойного сетевого оператора необходимо в каждый слой добав-

лять узлы-источники, которые содержат значения переменных, определяющих результаты 

вычислений сетевого оператора предыдущего слоя. Для разбиения сетевого оператора  на 



  

два слоя необходимо найти определенное подмножество узлов, которые после разбиения 

стали бы узлами-стоками для одного слоя и узлами-источниками для другого. 

Множество разбиения сетевого оператора – это подмножество узлов, которые отвечают 

следующим свойствам: а) любой путь от узла-источника до узла-стока должен проходить че-

рез узел множества разбиения; б) между любой парой узлов множества разбиения не должно 

быть пути; в) если к узлу, не принадлежащему множеству разбиения, ведет путь через узел, 

принадлежащий множеству разбиения, то все остальные пути к этому узлу должны также 

идти через узлы, принадлежащие множеству разбиения. 

Для сетевого оператора математического выражения ( )223sin11 xqqey xq += −  (рис. 1 а) в 

качестве множества разбиения используем узлы 6 и 7. В результате получаем два слоя сете-

вого оператора, которые изображены на рис. 1 б, в. 

 

а) Исходный сетевой оператор 

 

б) Слой 1 

 

 

в) Слой 2 

Рис. 1. Пример разделения сетевого оператора на два слоя 

Слой 1 сетевого оператора описывает два математических выражения 111 qxy −=  и 

222 qxy = . Слой 2 соответствует математическому выражению ( )32sin1 qyey y += .  

Матрицы слоев сетевого оператора имеют следующий вид: 
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В результате вместо одного операторного уравнения  
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имеем два операторных уравнения с матрицами сетевых операторов меньшего размера 
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При разбиении матрицы сетевого оператора необходимо учитывать рабочее простран-

ство матрицы для описания математических выражений [8]. Чем меньше величина рабочего 

пространства, тем эффективнее используется каждый элемент матрицы сетевого оператора 

для описания математического выражения. Величину рабочего пространства вычисляем по 

формуле 

( )( ) ( ) ( )( )
2

1

2

1 ++−=−+−+−−−= mLmL
mmLmL

mLmL
W ,  (14) 

где L  – размерность матрицы сетевого оператора, m  – количество узлов-источников. 

4. Синтез системы управления 

Для решения задачи (1)-(12) использован специальный комплекс программ [10]. 

Матрица сетевого оператора состояла из двух слоев 1Ψ  и 2Ψ . Первый слой имел раз-

мерность 18х18 и 12 узлов-источников, второй слой имел размерность 30х30 и 16 узлов-

источников. Рабочие пространства матриц слоев сетевого оператора имели следующие зна-

чения: 931 =W , 3292 =W . Всего 42221 =+WW  элемента. В качестве альтернативы рассмат-

ривался один сетевой оператор размерностью 32х32 и 12 узлов-источников. Его рабочее про-

странство составляло 450=W  элементов. 

В результате было получено следующее управление 

11 zu ~= , 







+=

2

32
3

2
22 arctgcos

z

z
zzu ~

~
~~ , 








+=

2

32
3

2
23 arctgsin

z

z
zzu ~

~
~~ , 

где  









<
>

= −−

++

иначе, - 
  если  ,

  если  ,

i

iii

iii

i
z

zzz

zzz

z ,

,
~ ,,, 321=i   

[ ] [ ]Tccc
T yyqzqHqxqzqHzzz 61654322321 K&

&
&o ∆∆∆∆∆= Ψ , 

[ ] [ ]Tcccc
T qzqHqxqzqHqxyy 654321161 &

&
&oK ∆∆∆∆∆∆= Ψ , 



  

( )txxx ckc −=∆ ~ , ( )tHyH k −=∆ ~ , ( )tzzz ckc −=∆ ~ , ( )tx
tt

xx
x c

kk

kk
c && −

−
−=∆

−+

−+

11

11
~~

, 

( )tH
tt

yy
H

kk

kk && −
−
−

=∆
−+

−+

11

11
~~

, ( )tz
tt

zz
z c

kk

kk
c && −

−
−=∆

−+

−+

11

11
~~

, 2890611 ,=q , 5546912 ,=q , 1718813 ,=q , 

7187514 ,=q , 2578105 ,=q , 6562506 ,=q . 

На рис. 2 приведены результаты моделирования синтезированной системы управления. 

На графиках точками указана программная пространственная траектория. 

  

 

Рис. 2. Результаты моделирования 

Вычислительный эксперимент проведен в среде Borland Developer Studio 2006. 

Работа выполнена по темам грантов РФФИ №10-08-00618-а «Исследование и разработка 

численных методов идентификации нелинейных систем управления» и № 11-08-00532-а 

«Исследование методов синтеза интеллектуальных систем управления». 

5. Заключение 

Метод сетевого оператора позволяет синтезировать систему управления пространствен-

ным движением летательного аппарата. В результате использования многослойного сетевого 

оператора удается сократить количество просматриваемых в результате вычислений элемен-

тов. 
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