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ПРОЦЕСС РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТИ ИДЕАЛЬНОЙ 
ЖИДКОСТИ  
 
Баламирзоев А. Г., Баламирзоева Э. Р., Ризаев М. М. 
 
Махачкалинский филиал ФГБОУ ВПО «Московский автомобильно-дорожный государственный технический 
университет (МАДИ)»  
Выведено уравнение распространения уединенных волн на поверхности идеальной жидкости в каналах, 
которое появляется при небольших выбросах воды из водохранилищ, распространяющихся на большие 
расстояния вдоль течения каналов или рек. Получена плоская модель распространения длинных волн 
малой амплитуды на поверхности идеальной жидкости, вызванных импульсным сбросом воды из 
резервуара, а также модель движения длинных волн малой амплитуды уточнена с учетом эффектов, 
вызванных вязкостью жидкости. Установлено, что при небольших выбросах воды из водохранилищ 
возможно появление солитонов, распространяющихся на большие расстояния вдоль течения каналов. 
Точное описание указанных волн дает уравнение Кортевега – де Фриза. При этом солитоны со временем 
могут не только расплываться при наличии сильной дисперсии, но и обостряться на своем переднем 
фронте при сильной нелинейности. 
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THE PROCESS OF PROPAGATION OF WAVES ON THE SURFACE OF IDEAL FLUID 
 
Balamirzoev A. G., Balamirzoeva E. R., Rizaev M. M. 
 
Makhachkala branch of the  Moscow state automobile and road technical University (MADI) 
Derived the equation of propagation of solitary waves on the surface of an ideal liquid in channels, which 
appears in small releases of water from reservoirs, distributed for long distances along the canals or rivers. 
Received a flat model of propagation of long waves of small amplitude on the surface of ideal fluid, caused by 
pulsed discharge of water from the tank, as well as the model of the motion of long waves of small amplitude of 
the corrected with the account of the effects caused by fluid viscosity. It is established, that at small releases of 
water from reservoirs it is possible appearance of solitons, distributed for long distances along the channels. The 
exact descriptions of the wave equation gives Кортевега – de Vries. The solitons with time can not only grow if 
there is strong dispersion, but also worsen at its front edge with the strong non-linearity. 
Key words: wave, soliton, ideal liquid, amplitude. 

 
Возникновение нестационарности течений воды в реках и каналах связано с 

катастрофическими осадками или сбросами значительных объемов воды из водохранилищ. 

Из данных наблюдений следует, резкое увеличение стока нередко сопровождается 

обострением переднего фронта течения и внезапным резким увеличением уровня реки на 

большом расстоянии от водохранилищ и зон осадков. Особенно это явление заметно при 

выполаживании течения, на равнинной части реки, где, казалось бы, следовало ожидать 

спокойного медленного повышения уровня.  

При нестационарном стоке при пологом возрастающем начальном переднем фронте 

течения со временем происходит его обострение. В конечном итоге фронт течения 

становится ударным прямоугольным. Это утверждение полностью соответствует многим 

данным наблюдений. Появление ударного фронта течения часто сопровождается 

разрушением мостов и прибрежных построек. Поэтому необходимо предложить 

эффективные способы, препятствующие его появлению. 



При импульсном сбросе жидкости из резервуара возможно появление локальных 

процессов, по форме похожих на длинные волны малой амплитуды, распространяющиеся на 

значительные расстояния от места сброса вдоль течения. Как известно [2], в идеальной 

жидкости эти волны имеют сильно выраженную локальную структуру и форму так 

называемых солитонов или уединенных волн Кортевега – де Фриза (КдФ)[4] (рис. 1б). 

 

Рис. 1а. Начальное положение жидкости в канале 

 

 

Рис. 1б. Длинная волна малой амплитуды (солитон) 

 

Рассмотрим находящуюся выше уровня канала в резервуаре жидкость (рис. 1а). Когда 

перегородка l0, отделяющая жидкость от канала, внезапно отодвигается и затем через 

некоторый промежуток времени снова задвигается, происходит небольшой сброс и 

возникает длинная колоколообразная волна, движущаяся вдоль канала (рис. 1б). При этом 

если не появляется рябь, в которой волна рассеивается по всей поверхности [1], возникает 

импульс в виде устойчиво распространяющейся волны, которая перемещается по жидкости, 

оставляя ее за собой в неподвижном состоянии. 

В реальных ситуациях, при сбросе небольших объемов жидкости, условия, при которых 

образуется единичный солитон, очень идеализированы и соответствуют начальным 

условиям опытов Хаммака и Сигура, Вейдмана и Максуори, обобщенные результаты 

которых приведены в [4]. Например, в бассейне длиной 31,6 м, глубиной 61 см и шириной 

39,4 см, при начальной длине l0 = 61 см и высоте h1 - h = 40 см сброса, возникает солитон 

длиной l2 -l1 = 87 см и высотой h2 - h = 31 [4]. Там же показано, что при увеличении сброса 

возникают ситуации, при которых появляется несколько солитонов. Хотя в [5] получено n-



солитонное решение уравнения КдФ, до конца процессы взаимодействия, а, следовательно, 

вопросы распространения группы солитонов остаются не изучены, так как математический 

аппарат разработан недостаточно, известно, что скорость распространения солитона зависит 

от его амплитуды [6], однако, из всей этой группы наибольший интерес представляет самый 

большой солитон, а значит, и самый быстрый. Действительно, через какой-то промежуток 

времени большой солитон обгонит все маленькие, и на расстоянии от места сброса его 

можно рассматривать как единичный и пользоваться полученными результатами. 

Предполагается, что на поверхности жидкости существует длинная волна малой 

амплитуды, то есть максимальная амплитуда возмущения  а мала по сравнению с глубиной h 

канала, а длина возмущения l велика по сравнению с h . 

Движение жидкости описывается вектором скорости V(x, у, t) = iu (x, у, t) + jv( x, у, t), 

где i и j – единичные векторы горизонтального и вертикального направлений 

соответственно. Пусть движение жидкости безвихревое, так что 0=×∇ V . Предполагается 

также, что плотность жидкости ρ  постоянна, так что уравнение неразрывности 

( ) 0=⋅∇+ Vt ρρ
сводится к уравнению 0=×∇ V . Тогда следует, что ϕ∇=V  и 02 =∇ ϕ . 

Снизу жидкость ограничена твердым горизонтальным дном, имеющим форму 

( ) 00, =xyϕ
. Верхней границей является свободная поверхность ( )txhy ,η+= . Все 

вычисляемые на этой поверхности члены будут обозначены индексом 1. Для свободной 

поверхности ( )txhyy ,1 η+==  запишем: 
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условие на поверхности жидкости в одной из следующих форм: 
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Из соотношения импульсов, запишем уравнение Эйлера [5] 
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где 0ρ  – постоянная плотность жидкости, p – давление в произвольной точке жидкости 



и g – ускорение силы тяжести, учитывая, что движение жидкости безвихревое, записывается 

второе граничное условие на поверхности жидкости: 

011111 =+++ xxxt gvvuuu η
. 

Таким образом, движение поверхности жидкости описывается решением уравнения 

Лапласа, удовлетворяющего последним двум нелинейным граничным условиям. 

Как показано в [7], уравнением, описывающим распространение длинных волн малой 

амплитуды, является уравнение Кортевега – де Фриза. Процедура вывода КдФ, опирающаяся 

на ранее рассмотренные условия, приведена в [5]. В безразмерных координатах уравнение 

КдФ имеет вид: 
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здесь независимые переменные lxx ′=  и ( )tcit ′= 0/ , зависимые ηη ′= a , ε  и 2δ - 

малые параметры разложения в ряд компонент скорости 101 ucu ′= ε , 11 vcv ′= ε . 

Преобразованием ttx ′=′−′=Θ τ    ,  исключаем член 
x′∂

′∂η
. Полученное уравнение 

принимает вид классического уравнения Кортевега – де Фриза, если умножить его на 

49 δε и затем величину 223 δηε ′ положить равной q: 

0=+++ ΘΘΘΘ′ qqqqr , 

где 62τδτ =′ . 

В размерных переменных уравнение КдФ имеет вид: 
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Таким образом, форма длинной волны малой амплитуды ( )xt,η , распространяющейся в 

идеальной жидкости в момент времени t , подчиняется уравнению Кортевега – де Фриза: 
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где точкой обозначена производная по времени, а штрихом – производная по 

координате. Здесь профиль волны η  определяет наклон касательной к графику в точке x в 

момент t, а η  – скорость движения точки графика ( )xt,η  по направлению оси η . Этот 

профиль смещается и деформируется с течением времени. 



КдФ-уравнение описывает волны, распространяющиеся в одном направлении вдоль оси 

х. Эффекты дисперсии определяются членом ∼η ′′ , а нелинейные эффекты – членом ∼ 2η . 

Если ими пренебречь, то из уравнения КдФ получится уравнение: 

00 =′+ ηη с
. 

Общее решение этого уравнения – это любая функция от tcx 0− , то есть 

( ) ( )tcxfxt 0, −=η  [19]. Чтобы найти зависимость п от x в любой момент времени, 

достаточно нарисовать график функции ( )xf=η  и двигать его со скоростью c0 (c0 > 0) в 

положительном направлении оси x. Волне, бегущей в противоположном направлении, 

соответствует другой знак перед c0. 

Как известно [7], волновое уравнение Даламбера описывает волны, бегущие в обоих 

направлениях. Тогда как КдФ-уравнение не обладает этим свойством, в то время как волны 

на поверхности жидкости от переданного ей импульса бегут в обоих направлениях. Если нас 

не интересует начальный момент, то мы можем отдельно изучать одну и другую волну. 

Если эффекты нелинейности и дисперсии достаточно малы, то обе волны убегут на 

большое расстояние друг от друга за столь малое время, что эти эффекты не успеют 

сказаться, и в дальнейшем можно следить за эволюцией одной из волн, забыв о 

существовании другой. Именно поэтому можно описывать эволюцию обеих волн 

одинаковым по виду уравнением с разными знаками перед с0 [7]. 

 

Рис. 2а. Уединенная волна, входящая в область с сильной нелинейностью 

 

Рассмотрим процесс эволюции уединенной волны. Пусть в уравнении КдФ нелинейный 

член значительно превосходит член, определяющий дисперсию η ′′′ . Тогда последним 

членом можно пренебречь и рассматривать уравнение вида 00 =′+ ηηη с . Пусть на 

поверхности воды образовалась уединенная волна (рис. 2а). Дальнейшая судьба этой волны, 

при условии равенства нулю дисперсии, определяется тем, что скорость каждой точки 

графика зависит от ее высоты. Как известно из [7], для волн КдФ эта зависимость 

простейшая: 



 

Рис.2б. Уединенная волна,  в некоторый момент времени t 
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Быстрее всех движется вершина горбика. Ее скорость равна: 
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а скорость переднего фронта волны, где у = 0, равна v0. Поэтому в некоторый следующий 

момент времени передняя часть волны станет более крутой (рис. 2б), а с течением времени 

произойдет «опрокидывание» волны (рис. 2в). 

 

Рис. 2в. Опрокидывание уединенной волны, в момент времени tm 

 

 

Таким образом,  установлено, что при небольших выбросах воды из водохранилищ 

возможно появление уединенных волн (солитонов), распространяющихся на большие 

расстояния вдоль течения каналов. Точное описание указанных волн дает уравнение 

Кортевега – де Фриза. При этом уединенные волны со временем могут не только 

расплываться при наличии сильной дисперсии, но и обостряться на своем переднем фронте 

при сильной нелинейности. 
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