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ФГБОУ ВПО "Тюменский государственный архитектурно-строительный университет" 
В данной работе рассматривается метод построения сужающейся системы оценок решения задачи 
теплопроводности с немонотонными граничными условиями, которая описывает процесс теплообмена с 
фазовым переходом во влажном дисперсном грунте. Решение имеет вид системы функций, поочередно 
мажорирующих искомое решение сверху и снизу. Оценки находятся с помощью теорем сравнения для 
уравнений параболического типа. Теоремы сравнения называют также теоремами монотонности, так 
как монотонность – естественное условие их применения. В данной работе рассматриваются задачи с 
немонотонными граничными условиями, вследствие чего немонотонной является сама искомая 
функция. Разработаны искусственные приемы, позволяющие заменить немонотонные функции 
определенной комбинацией монотонных, после чего удается применить теоремы сравнения, либо 
интегральные неравенства для построения границ решения. Приводится эффективная процедура 
численной реализации данного метода. Проведен численный анализ решения тестовой задачи. 
Ключевые слова: влажные грунты, фазовый переход, задача теплопроводности, немонотонные граничные 
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In this work the method of creation of being narrowed system of estimates of the solution of a problem of heat 
conductivity with nonmonotonic boundary conditions which describes heat exchange process with phase 
transition in moist disperse soil  is considered. The solution looks like a system of functions, which majorize the 
sought-for funcion in turns from above and from below. Estimates are found by means of comparison theorems 
for the equations of parabolic type. Theorems of comparison are called also monotony theorems, as monotony is 
a natural condition of their application. In this work problems with nonmonotonic boundary conditions are 
considered, owing to what the sought-for function is  also nonmonotonic. The implicit technique, allowing to 
replace nonmonotonic functions by a certain combination of monotonic is developed.  Then it is possible to apply 
comparison theorems, or integrated inequalities to create the estimates  of the solution. The effective  technique 
of numerical realisation of this method  is given. The numerical  analysis of the solution of a test task is carried 
out. 
Ключевые слова: Moist soils, phase transition, heat conduction problem, nonmonotonic boundary conditions, 
estimates. 
 
Введение 

 После того, как Вестфалем были доказаны теоремы сравнения для уравнения 

параболического типа [4], появилось несколько работ, использующих эти теоремы для 

приближенных решений нелинейных задач теплопроводности [5]. Но еще значительно 

раньше, фактически на том же принципе построено решение задач с нелинейным граничным 

условием А. Н. Тихоновым [6]. Решение имеет вид системы функций, поочередно 

мажорирующих искомое решение сверху и снизу. Такие функции С. А. Чаплыгин (1976) 

называл «границами»: он использовал их для решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Работа [6] и послужила источником вдохновения для построения границ решений 

довольно широкого класса прикладных задач, о которых речь ниже. 



Л. Коллац назвал теоремы сравнения теоремами монотонности, так как монотонность – 

естественное условие их применения. В 1982 году Ю. С. Даниэлян [2] построил границы 

(оценки) решения монотонной задачи с немонотонными коэффициентами. В данной работе 

рассматриваются задачи с немонотонными граничными условиями, вследствие чего 

немонотонной является сама искомая функция. 

Некоторые искусственные приемы помогают заменить немонотонные функции 

определенной комбинацией монотонных, после чего удается применить теоремы сравнения, 

либо интегральные неравенства для построения границ решения. 

Постановка задачи  

Решается задача  
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Эта задача описывает процесс теплообмена с фазовым переходом во влажном диспесном 

или пористом материале (грунт, строительный материал). Здесь χτλ ,W,x,,,c,t  – 

соответственно температура, теплоемкость, коэффициент теплопроводности, время, 

пространственная координата, содержание незамерзшей влаги, скрытая теплота замерзания 

воды в грунте, )(F τ – дифференцируемая функция с ограниченной вариацией: )),([CF ∞∈ 0 , 

М – положительная константа,  
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)dtdW(
W ,  где 0≥dt/dW  – это экспериментально определяемая зависимость. 

Подстановки Кирхгофа и Голанта приводят уравнение (1) к виду  
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где V,U  – некоторые функции от t . 

Заменой искомой функции легко добиться также, чтобы начальное условие было 

нулевым. Будем считать, что все эти преобразования уже проведены. Чтобы не вводить 

новых переменных, положим в (1), (2) 000 =>==>== Ht,const)t(,constc)t(c λλ  и 

получим уравнение 
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где 0>= )c(a λ  с условиями: 

M),x(t;)(F;),x(t);(F),(t <=== τττ 00000  (5) 



Уравнение (4) имеет такой же вид, как и уравнение (3), к которому приводится (1). 

Получаемые в результате преобразований условия аналогичны (5). Поэтому вместо задачи 

(1)–(2) в дальнейшем рассматриваем задачу (4)–(5). Функция )t(W по своей физической 

природе является неубывающей. Производная dt/dW  может быть как непрерывной 

унимодальной функцией, так и имеющей особенность типа дельта-функции. Во втором 

случае (4)–(5) является одной из форм записи фронтовой задачи Стефана. Здесь же считаем, 

что dt/dW есть непрерывная дифференцируемая функция. Такая ситуация характерна для 

тонкодисперсных грунтов, тогда как явно выраженный фронт образуется в грунтах 

крупнозернистых. 

Решение ищем в классе непрерывных функций при 00 ≥≥ τ,x . 

Обоснование метода решения 

Если )t(W непрерывная дифференцируемая функция, то dt/dW  ограниченная функция и 

вместо (4) можно записать  
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где  
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В уравнении (6) )t(ϕ - немонотонный коэффициент, кроме того, немонотонной является 

функция )(F τ , вследствие чего немонотонна и искомая ),x(t τ . Используя теоремы 

сравнения [4], можно доказать следующее утверждение. 

Если заданы функции ),(),,(
21

ττ xuxu , являющиеся решениями следующих задач: 
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причем ),,x(),x( τϕτϕ 21 ≤  то при )(f τ  неубывающей и положительной ),x(u),x(u ττ 21 ≤ , 

а при )(f τ невозрастающей и отрицательной ),x(u),x(u ττ 21 ≥ . 

Построение границ решения 

Для построения решения задачи (4)–(5) функцию )(F τ  представим в виде  

)(F)(F)(F τττ 21 +=  (7) 



где )(F τ1  – неубывающая положительная функция, )(F τ2  – невозрастающая  отрицательная 

функция. Можно доказать, что ),x(q),x(P),x(t τττ += , если ),(),( ττ xqиxP  удовлетворяют 

уравнениям: 
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причем из (8) следует, что 0),(,0),( ≤≥ ττ xqxP . 

Границы ii q,P найдем из уравнений  
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si F,F – соответственно наименьшее и наибольшее значения )(F τ . Так как 

1221 , qqqPPP ≤≤≤≤  и учитывая (7), находим границы ,qPt,qPt 122211 +=+=   .ttt 21 ≤≤  

Решения задач (9) легко находятся в аналитическом виде [6]. Используя 21 t,t , строим 

оценки 43 t,t , такие, что .ttttt 2431 ≤≤≤≤  Предположим, что ),x(W τ  функция от τ,x  такая, 

что )].,x(t[W),x(W ττ =  После необходимых преобразований решение уравнения (4) с 

условиями (5) получаем в виде: 
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Далее определим функции 21 ϕϕ ,  следующим образом: 

00 21 ==> ϕϕϕϕ ,при     (12) 

ϕϕϕϕ −==≤ 21 00 ,при . 

Очевидно, что 

)y,,x()y,,x()y,,x( −−−=− τξϕτξϕτξϕ 21 .    (13) 

Используя полученные границы 21 t,t , получим функции 43 u,u , согласно (11), в виде 

следующих выражений: 
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Так как )t(W – монотонно возрастающая функция, то из выражений (12)–(13) имеем

43 utu ≤≤ . Используя 43 u,u  аналогично (14) получаем 65 u,u  и т.д. Для границ 

323 ++ ii u,u  имеем формулы  
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Итерационная процедура (10) равномерно сходится в произвольном интервале T<< τ0 , 

если в качестве границ использовать функции 
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Тогда при четном i:  .t...tttt...t iii 2131 <<≤≤≤<< −−  

     Эффективный метод численной реализации 

Вычисление по формулам (15), (16) проводим на ПК с дискретизацией  по τ,x , однако 

для каждого набора τ,x  вычисления приходится проводить заново, так как интеграл, 

содержащий параметры, не является аддитивным. Кроме того, возникает необходимость 

хранения в памяти двумерных массивов,  содержащих значения предыдущих границ в узлах 



дискретизации. Обе эти трудности снимаются, если применить дискретизацию по времени 

уже на этапе постановки краевой задачи, учитывая, что исходный дифференциальный 

оператор аддитивен по времени. Вместо (4), (5) можно, выбрав шаг дискретизации τ∆ , 

записать: 
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где k=1,2,3,…; Hk t),x(t;k =⋅= 00τ∆τ . 

При такой постановке результат решения на предыдущем отрезке является начальным 

условием для последующего отрезка, причем ),,x(t),x(t k ττ 1+=  если 1+≤< kk τττ . 

Процедуру уточнения оценок по формулам вида (15)–(16) проводим на каждом отрезке до 

получения необходимой точности, а затем переходим к следующему этапу, считая, что на 

предыдущем получено практически точное решение. Если h<τ∆ , то автоматически 

обеспечивается сходимость процесса. 

На каждом τ∆  проводим дискретизацию по x   (и по ξ ) с шагом x∆ . При фиксированном 

x  в прямоугольнике kk τττ ≤<−1 , 1+≤< jj ξξξ  величину )y,(W ξ  усредняем и считаем 

постоянной, равной ( ) [ ]),(1

.
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j ξ++ = , где .t ср – среднее значение температур по 

четырем узловым точкам на предыдущей итерации. Тогда, по свойствам непрерывных 

функций, существует внутри прямоугольника некоторая точка p , для которой эту 

постоянную величину можно вынести за знак интеграла. Тогда ее можно вынести за знак 

интеграла. После необходимых преобразований получаем при четном i : 
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kt0 – решение задачи вида (17) для однородной части уравнения; n  – количество шагов 

дискретизации. 

Заметим, что функции ER не зависят ни от момента времени, ни от номера границы, 

поэтому их вычисляют один раз и хранят в памяти в виде массива. 



     Численный анализ решения задачи теплопроводности 

В качестве примера в работе решена задача на плоскости с условиями 

,0)0,( =xt   )F()t(b, ττ = , ,)(F 00 =  M),x(t <τ .  

для граничной функции вида )sin(A)(F εωττ +=  и при следующей зависимости :)t(W   
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где ρ  – коэффициент формы кривой. Были приняты значения исходных данных: 
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В таблице приведены оценки значений температуры для различных значений x в разных 

приближениях. 

Оценки температуры для тестовой задачи 

Приближение x(м) 1 2 3 4 5 6 7 

оценка Температура, 0С 

2 
верхняя 13,8 7,55 3,68 1,58 0,61 0,22 0,08 

нижняя 13,8 5,35 0,50 -2,09 -2,74 -2,47 -1,94 

4 
верхняя 13,8 5,91 0,15 -0,42 -2,21 -1,98 -1,59 

нижняя 13,8 5,43 0,61 -1,93 -2,64 -2,39 -1,89 

6 
верхняя 13,8 5,83 1,01 -1,54 -2,33 -2,13 -1,62 

нижняя 13,8 5,65 0,67 -1,87 -2,53 -2,29 -1,72 

11 
верхняя 13,8 5,79 0,87 -1,63 -2,41 -2,19 -1,65 

нижняя 13,8 5,76 0,81 -1,67 -2,43 -2,21 -1,67 

19 
верхняя 13,2 5,78 0,84 -1,65 -2,42 -2,20 -1,66 

нижняя 13,2 5,78 0,84 -1,65 -2,42 -2,20 -1,66 

 

В этом случае решение можно получить с любой необходимой точностью, которая 

гарантируется наличием верхней и нижней оценок. Для данного примера при числе итераций 

19 верхние и нижние оценки практически сливаются (разность не превышает C001,0 ). 

В связи с отсутствием точных аналитических решений  задач вида (1)–(2), было проведено 

сравнение с прямым численным счетом по методу Самарского [7]. Получено практически 

полное совпадение с 19-м приближением  при правильном подборе параметров численной 

схемы. 



Выводы. Получено решение задачи (1)–(2) в виде сужающейся системы оценок искомой 

функции сверху и снизу. В итоге, может быть достигнута любая заданная точность 

результата. 

Предлагаемый метод может использоваться в инженерных расчетах. А также в качестве 

эталонного для оценки точности численных и приближенных методов. 

Метод, после необходимой модификации, может применяться для задач вида (1)–(2) во 

всех пространственных областях, для которых известны функции Грина. Очевидно, 

например, что можно решать задачу в одномерной цилиндрической области. В прикладном 

отношении это – решение задачи промерзания – оттаивания вблизи трубопровода [1] или 

нефтяной (газовой) скважины.  
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