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В статье выполнен синтез параллельного алгоритма построения декартова дерева с применением мак-
симально параллельной модификации сортировки подсчетом на основе матриц сравнений. При парал-
лельном построении поддеревьев используются взаимно независимые сравнения элементов по типу от-
дельных строк таких матриц, что аналогично операциям сортировки Хоара в параллельной форме. Для 
множества N  пар элементов ( )i iX ,Y  временная сложность построения декартова дерева оценивается из 

соотношения )(log)( 2 NORT = , где число процессоров )/2( 2 NNR −= . Оценка получена на модели невет-
вящихся параллельных программ без учета операций обмена. В статье приводятся примеры использо-
вания параллельной сортировки, а также пошаговой интерпретации работы параллельного алгоритма 
построения декартова дерева в процессе определения корней и ветвей поддеревьев. Предложенный алго-
ритм распараллеливается на уровне алгоритмических и разрядных операций. 
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In this article gives the synthesis of a parallel algorithm for constructing of treap with use the modification 
counting sorting in the maximum parallel form on the basis of the comparison matrix. At the parallel construc-
tion of subtrees of treap used mutually independent comparisons of the elements according to the type of indi-
vidual strings of the matrix, which is similar to the Hoare sorting in parallel form. For a set of N  pairs of ele-
ments of ( )i iX ,Y  is the time complexity of construction of treap is estimated from the ratio of )(log)( 2 NORT = , 

where the number of processors )/2( 2 NNR −= . Estimate was obtained on the straight-line model of parallel 
programs without taking into account operations of the exchange. In this article gives examples of the use of 
parallel sorting, and made step by step interpretation of the parallel algorithm for constructing treap in the de-
termination of the roots and branches of constructing subtrees of treap. The proposed algorithm is parallelized 
at the level of algorithmic operations and bit operations. 
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Постановка вопроса. Ускоряющаяся компьютеризация всех областей деятельности и 

информационных процессов, значительный рост объемов обрабатываемой информации 

приводит к трудностям при последовательном выполнении информационного поиска на 

основе традиционных алгоритмов [1, 3]. Древовидные структуры характеризуются 

эффективностью представления динамических данных для быстрого поиска информации. С 

целью дальнейшего увеличения эффективности целесообразна разработка и исследование 

алгоритмов параллельного построения древовидных структур данных. В таком аспекте 

ставится задача синтеза и оценки временной сложности параллельного алгоритма 

построения декартова дерева. Параллельные алгоритмы рассматриваются на модели 



неветвящихся параллельных программ, согласно которой временная сложность )(RT  

алгоритма (кратко – время выполнения) измеряется количеством последовательных шагов 

без учета обмена, R  – число процессоров [9].  

Сортировка подсчетом. На этапе построения декартова дерева ко всем компонентам 

будет применяться максимально параллельная сортировка подсчетом по матрице сравнений 

[5]. Модификация известного алгоритма заключается в следующем. Для одномерного масси-

ва ),,,(
21 n

aaaa K=  сортируемых элементов составляется матрица сравнений, элемент ji,α  ко-

торой определяется из соотношений: 
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Входной элемент с номером j  получает номер k  в отсортированном массиве по правилу: в 

j -м столбце матрицы подсчитывается количество нулей и плюсов сверху вниз до главной 

диагонали включительно и складывается с количеством только плюсов ниже диагонали в 

этом же столбце. Суммарное количество составит значение выходного номера k . Пусть, 

например, требуется отсортировать по неубыванию массив ( )5,3-3,0,1,-1,=a . 

Матрица сравнений примет вид: 

  1a  2a  3a  4a  5a  6a  

  1 –1 0 3 –3 5 

1a  1 0 – – + – + 

2a  –

1 

+ 0 + + – + 

3a  0 + – 0 + – + 

4a  3 – – – + – + 

5a  –

3 

+ + + 0 0 + 

6a  5 – – – – – 0 

Согласно правилу вставки получится: 4)0(1 1 cca →→= +++ ; 2)0(2 1 cca →→−= + ; 3)0(3 0 cca →→= ++ ; 

5)0(4 3 cca →→= ++++ ; 1)0(5 3 cca →→−= ; 6)0(6 5 cca →→= +++++ . Отсортированный массив при-

мет вид: ( )5,3 ,1 0, 1,- 3,-=c . Процедура сортировки в консольном приложении Delphi [3, 5] 

при соответственном задании типа элементов и их индексов запишется в виде: 

procedure sort (var n: integer; var a,c: vekt00; var e: vekt); 
var i,j,k: integer; 
begin 
for j:= 1 to n do 
      begin 
      k:= 0; 



      for i:= 1 to j do 
      if a[j] >= a[i] then k:= k+1; 
      for i := j+1 to n do 
      if a[j] > a[i] then k := k+1; 
      c[k] := a[j]; e[k] := j; 
      end; 
end; 
Сортировка сохраняет порядок равных элементов, операторы c[k]:=a[j]; e[k]:=j; в явном ви-

де задают взаимно однозначное соответствие входных и выходных индексов сортируемых 

элементов. Сортировка обладает максимальным параллелизмом: все сравнения в матрице 

взаимно независимы и выполнимы параллельно за время ( )( ) )1(2/2 ONNT =−  [5]. 

Описание метода. Декартово дерево – это структура данных, хранящая в узлах пары 

элементов ),( YX  в виде двоичного дерева таким образом, что она является двоичным дере-

вом по X  и двоичной пирамидой по Y  [1]. Двоичное дерево – это структура данных, для ко-

торой у левого потомка произвольной вершины значение элемента X  меньше либо равно 

значения X  его вершины, а у правого потомка произвольной вершины значение X  строго 

больше, чем значение X  его вершины. Двоичная пирамида – двоичное дерево, в каждой 

вершине которой хранится ключ, и для каждой вершины дерева с ключом Y  у всех непо-

средственных потомков ключ не больше значения Y  предка. Пусть задано некоторое множе-

ство пар элементов ( , )i iX Y . Корнем декартова дерева является пара элементов, которая имеет 

максимальный Y  (по условию двоичной пирамиды). Пусть ( , )i iX Y  – пара с максимальным Y . 

Тогда все пары с меньшими X  будут в левом поддереве, остальные – в правом поддереве. 

Каждое из поддеревьев строится аналогично. На рис. 1 изображен пример декартова дерева 

для массива пар чисел:  

(1; 4), (1; 12), (4; 13), (9; 14), (4; 7), (6; 8), (7; 6), (12; 5), (13; 11), (14; 12), (18; 0). (1) 

 

Рис. 1. Пример декартова дерева 

Построение декартова дерева с применением представленной максимально-парал-

лельной сортировки (ниже МП-сортировки) выполняется следующим образом. Ко всем ком-

понентам iY  – элементов данного множества применяется МП-сортировка по неубыванию. 

При этом пары уже отсортированных по iY  элементов ( , )i iX Y  располагаются с сохранением 

входного индекса без изменения единичной оценки времени. Наибольший среди iY  элемент 



окажется в правом конце отсортированного массива вместе с входным индексом пары 

( , )i iX Y . Пусть эта пара обозначена Nii YX ),( , а ее входной индекс – NE , iEN = , таким образом, 

определен корень декартова дерева Nii YX ),( . Далее, без изменения его местоположения во 

входном массиве, которое идентифицируется по индексу NE , этот элемент объявляется сере-

динным в данном входном массиве. Относительно середины выполняется упорядочение по 

iX : все элементы в левой части массива, которые меньше iX  из Nii YX ),( , остаются в левом 

подмассиве с сохранением исходного взаимного порядка; все элементы в левой части масси-

ва, которые больше iX  из Nii YX ),( , переносятся из левой части в правый подмассив, также с 

сохранением исходного взаимного порядка. Все элементы правой части массива, которые 

больше iX  из Nii YX ),( , остаются в правом подмассиве с сохранением исходного взаимного 

порядка; все элементы правой части массива, которые меньше iX  из Nii YX ),( , переносятся из 

правой части в левый подмассив, также с сохранением исходного взаимного порядка. 

Излагаемый ниже способ упорядочения относительно середины аналогичен тому, ко-

торый применяется для параллельного варианта сортировки Хоара [4].  

Для примера (1) середина – пара )14;9(),( =Nii YX , 4=i . Упорядочение относительно 

9=iX  выполняется параллельно по всем элементам по схеме МП-сортировки в одной стро-

ке: 

  1a  2a  3a  4a  5a  6a  7a  8a  9a  10a  11a  

  1 1 4 9 4 6 7 12 13 14 18 

4a  9 – – – 0 – – – + + + + 

Все элементы со знаком сравнения "–" из правого подмассива с сохранением индексов 

переносятся в левый подмассив. В результате получится: 

  1a  2a  3a  5a  6a  7a  4a  8a  9a  10a  11a  

  1 1 4 4 6 7 9 12 13 14 18 

4a  9 – – – – – – 0 + + + + 

Для левого подмассива элементы декартова дерева расположатся в виде:  

1a  2a  3a  5a  6a  7a  

(1; 4) (1;12) (4; 13) (4; 7) (6; 8) (7; 6) 

В сформированном таким способом левом подмассиве повторяется МП-сортировка по iY . В 

результате определяется корень поддерева в этом подмассиве: (4; 13) с исходным индексом 

3=i . Относительно его положения в подмассиве выполняется упорядочение по изложенной 

схеме по iX : 



  
1a  2a  3a  5a  6a  7a  

  1 1 4 4 6 7 

3a  4 – – 0 0 + + 

В результате определились элементы нового поддерева искомого декартова дерева с 

корнем (4; 13): 

1a  2a  3a  5a  6a  7a  

(1; 4) (1;12) (4; 13) (4; 7) (6; 8) (7; 6) 

Сравнение с серединным элементом выполняется параллельно по всем элементам ис-

ходного подмассива аналогично одной строке МП-сортировки за единичное время на про-

цессорах, число которых равно числу iN  элементов подмассива. Число процессоров для 

определения корня поддерева равно ( ) ( )1
2

1 2 −= iii
NNR . 

Параллельно с левым подмассивом исходного массива аналогично обрабатывается пра-

вый подмассив: 

8a  9a  10a  11a  

(12; 5) (13; 11) (14; 12) (18; 0) 

Повторяется МП-сортировка по iY : в результате определяется корень поддерева: (14; 12) с 

исходным индексом 10=i . Относительно его исходного положения в данном правом под-

массиве выполняется упорядочение по изложенной схеме относительно iX : 

  
8a  9a  10a  11a  

  12 13 14 18 

10a  14 – – 0 + 

Тем самым, оказалось, что окончательно сформировано поддерево правого подмассива: 

8a  9a  10a  11a  

(12; 5) (13; 11) (14; 12) (18; 0) 

На этом завершено полное построение декартова дерева, оно совпадает с деревом, 

изображенным на рис. 1. 

В общем случае описанные действия параллельно повторяются отдельно в каждом 

подмассиве, при этом наибольший среди iY  элемент левого подмассива окажется левым по-

томком корня декартова дерева Nii YX ),( , наибольший среди iY  элемент правого подмассива 

окажется правым его потомком.  



Действия воспроизводятся в каждом новом подмассиве, образуемом потомком как кор-

нем поддерева, причем параллельно по всем подмассивам, соответственным корням текуще-

го уровня. 

Шаги описанного параллельного алгоритма продолжаются до полного построения де-

картова дерева, их количество, очевидно, не превосходит N2log . Число процессоров в каж-

дом поддереве для МП-сортировки по уровням корней располагается в последовательность: 
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В общем случае, соответственно уровню корней поддеревьев с номером k2log , Nk ≤ , 

количество сортируемых по всем подмассивам элементов удовлетворяет равенству 

NN
k

i
i =∑

=

2log

1
. Отсюда количество процессоров при параллельном по всем i  выполнении МП-

сортировки каждого подмассива из iN  элементов на уровне с номером k2log  удовлетворяет 

соотношениям: 
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Таким образом, с учетом единичного времени каждого последовательного шага и числа 

шагов N2log  получается оценка временной сложности предложенного алгоритма: 

( )( ) )(log2/ 2
2 NONNT =− . (3) 

Из изложенного вытекает 

Теорема 1. Построение декартова дерева может быть выполнено с помощью детерми-

нированного параллельного алгоритма за логарифмическое число шагов с временной слож-

ностью (3), где N  – число элементов входного множества пар ( , )i iX Y . 

Очевидной является возможность перемещения входных индексов пар ( , )i iX Y  по уров-

ням и подмассивам в соответствии шагам изложенного построения декартова дерева, что да-

ет возможность адресоваться от элементов окончательно построенного декартова дерева 

непосредственно к элементам входного массива и обратно. 



Замечание 1. В [6-8] рассматривается построение декартова дерева с учетом поразряд-

но-параллельных сравнений элементов без вычисления переноса на основе аналога арифме-

тической обработки [2]. Учитывая время МП-сортировки ( )( ) )1(2/2 ONNT =−  и оценку (3), 

полное построение декартова дерева в максимально параллельной форме на данной основе 

можно выполнить с временной сложностью 02
2 )(log)2( τNOnNT = , где N  – число элементов 

входного множества пар ( , )i iX Y , n  – число разрядов наибольшего по числу символов эле-

мента в наборе, 0τ  – время одного сравнения двух бит.  

В [6] даны результаты программного эксперимента с последовательным моделировани-

ем параллельного алгоритма построения декартова дерева, на выходе которого для произ-

вольного множества пар входных данных всегда получается правильный результат. 

Заключение. В статье изложен синтез алгоритма параллельного построения декартова 

дерева с применением максимально-параллельной сортировки подсчетом и аналога сорти-

ровки Хоара в параллельной форме. Временная сложность построения декартова дерева по 

данному алгоритму имеет оценку вида ( )( ) )(log2/ 2
2 NONNT =− . Предложенный алгоритм 

распараллеливается на уровне алгоритмических и разрядных операций, при этом достигает 

снижения оценки временной сложности известного аналога [10] построения декартова дере-

ва. Приведены примеры использования сортировки и построения декартова дерева с помо-

щью представленного алгоритма, правильность работы которого подтверждается программ-

ными экспериментами [6]. Представленный в статье подход может рассматриваться в каче-

стве основы для увеличения эффективности параллельного построения древовидных струк-

тур данных. 
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