
УДК 629.5; 630.31; 630.37 
 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАБОТЫ УСТРОЙСТВА ДЛЯ СБОРА И 
ТРАНСПОРТИРОВКИ ДРЕВЕСИНЫ В БЕРЕГОВОЙ ЗОНЕ ВОДОХРАНИЛИЩ ПРИ 
СТАТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКЕ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ НА НЕСУЩИЙ КАНАТ 
 
Жук А.Ю.1 

 
1 ФГБОУ ВПО «Братский государственный университет» Братск, Россия (665709, Макаренко, 40), e-mail: 
zhuk30@yandex.ru 
В статье представлены результаты теоретических исследований работы устройства для сбора и 
транспортировки древесины в береговой зоне водохранилищ, в частности, представлен расчёт усилий и 
провисания каната, являющихся решением поставленной задачи при статической нагрузке. Полученные 
уравнения для расчёта провиса несущего каната и распора, служат основой для исследований 
динамических реакций, расчёт которых позволит уточнить составляемую математическую модель и 
расширить спектр её применения  путём учёта важного технологического параметра процесса доставки 
древесины с берега на плавучее основание, либо с водной поверхности на берег, а именно – скорости 
перемещения пачки лесоматериалов, определяющей (наряду с весом и объёмом) производительность. 
Изначально предполагалось, что сделать это можно по разработанному алгоритму расчёта усилий, 
действующих на мачту и канаты установки и, как итог, определения угла дифферента, который получит 
плавучее основание при перемещении древесины с береговой линии в акваторию или непосредственно 
на борт устройства. После проведённых поисковых теоретических исследований появились предпосылки 
для окончательного решения поставленных задач. 
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The article presents the results of theoretical studies of the device for collection and transportation of wood in 
the coastal zone of reservoirs, in particular, presents reconciliation efforts and slack rope, is a solution to the 
problem under static load. The resulting equation for calculating the slack of the cable and thrust, provide the 
basis for studies of dynamic reactions, which will clarify the calculation made up of mathematical models and 
expand the range of its application by taking into account the important process parameters delivery of wood 
from the shore to the floating base or from the water surface to the shore, - namely, the velocity of the pack 
timber defining (along with the weight and volume) performance. Initially it was assumed that this can be done 
by the developed algorithm for calculating the forces acting on the mast and cables installation and, as a result, 
determine the trim angle that will get floating base when moving the timber with the shoreline in waters or 
directly on board the device. After a search conducted theoretical studies were prerequisites for a final decision 
tasks. 
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Разработка комплексных технологий освоения древесины в прибрежных акваториях и 

береговой зоне водохранилищ требует проведения мероприятий по их техническому и 

технологическому обеспечению.  В работах [1-4] отражены основные результаты этих 

разработок. Для выбора заданных характеристик промышленных установок, исходя из 

требований обеспечения производительности, а также соблюдении безопасности 

технологических процессов, необходимо научно обосновать параметры предложенных 

устройств. Изначально предполагалось, что сделать это можно по разработанному алгоритму 



расчёта усилий, действующих на мачту и канаты установки и, как итог, определения угла 

дифферента, который получит плавучее основание при перемещении древесины с береговой 

линии в акваторию или непосредственно на борт устройства [5,6,7]. После проведенных 

поисковых теоретических исследований появились предпосылки для окончательного 

решения поставленных задач. 

Цель исследования 

Теоретическое обоснование предлагаемых технических решений для осуществления 

сбора древесины в береговой зоне водохранилищ, и доставки её в прибрежную акваторию и 

дальнейшей транспортировке потребителям.  

Материал и методы исследования 

На первом этапе проведён анализ влияния геометрических параметров системы для 

сбора древесины (длина пролета l, разность высот закрепления несущего каната h), 

параметров каната (погонный вес q и жесткостные свойства), веса пачки лесоматериалов P 

на усилия, возникающие в точках закрепления канатов и непосредственно в самом канате, а 

также на провис несущего каната. По результатам получены зависимости, связывающие 

указанные параметры в статике. Они являются основой анализа влияния скорости 

перемещения пачки лесоматериалов на усилия в системе и провис каната (решение задачи 

динамики). Использование  полученных оценок усилий позволит провести обоснование 

параметров устройств, отвечающих за крепление плавучей платформы устройства для сбора 

древесины (на которой размещена одна из мачт). 

Ввиду сложности математического описания работы несущего каната под действием 

переменных динамических нагрузок, при выполнении исследований использовались 

численные методы решения и аппроксимации расчетных данных. 

В проводимых исследованиях ориентировались на характеристики стальных канатов, 

представленные в ГОСТ 2688.80 «Канаты стальные. Сортамент». В таблице 1 представлены 

значения регламентированных ГОСТ 2688.80 «Канаты стальные. Сортамент» значений 

диаметров dK [мм], ориентировочных масс 1000 м каната mK [кг] и рассчитанных по их 

значениям погонных весов q [Н/м] канатов, а также площадей поперченных сечений 

проволок канатов S [мм2]. Численные расчеты осуществляли в прикладной программе Maple 

14, образовательная версия. В итоге получили следующие выражения (на примере 

маркировочной группы 1370 Н): 

9976,1737,3 Kdm=      (1) 

9976,10367,0 Kdq =     (2) 

9978,13817,0 KdS=      (3) 



Сходимость выражений (1) – (3) со справочными данными  видна из графиков на 

рисунке1 и график служит также для более наглядного представления зависимостей 

указанных величин от диаметров стальных канатов. ГОСТ 2688.80 «Канаты стальные. 

Сортамент» предусматривает следующие маркировочные группы стальных канатов (по 

разрывному усилию на 1 мм2 площади поперечного сечения): 1370 Н, 1470 Н, 1570 Н, 1670 

Н, 1770 Н, 1860 Н, 1960 Н, 2060 Н, 2160 Н. Важно отметить, что зависимости (1) – (3) 

остаются практически неизменными при варьирования маркировочной группы каната. ГОСТ 

2688.80 «Канаты стальные. Сортамент» не содержит необходимых данных о модулях 

упругости канатов, поэтому использовали справочные данные, для оценки характеристик 

стальных конструкций, которые содержатся в СНиП II–23–81 «Стальные конструкции». 

Опираясь на них и формулу (3), получили выражение для расчета жесткости стальных 

канатов при растяжении: 

 

 

Рис.1.  Зависимость массы 1000 м каната                  Рис. 2  Ориентировочная жесткость 

от диаметра стального каната                    стальных канатов в зависимости от диаметра 

 

( ) ( ) 9978,1119978,111 106489,04962,03817,0107,13,1 KK ddSEK ⋅⋅÷=⋅⋅÷=⋅=                     (4) 

 В этом случае оценить величину жесткости канатов в зависимости от диаметра можно 

также с использованием графика, представленного на рисунке 2. 

При необходимости учесть нелинейный характер связи модуля упругости и относительной 

деформации растяжения каната, следует учитывать, что жесткость на растяжение K будет 

являться переменной величиной, зависящей от удлинения каната. Получить зависимости 

жесткости от диаметра каната и величины удлинения возможно при наличии 

дополнительных экспериментальных данных по испытаниям стальных канатов на 

растяжение. 

Расчет усилий и провисания каната (статическая нагрузка) 
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Рис.3.  Расчетная схема к определению провиса каната  

при перемещении груза 

 

Из схемы на рисунке 3 следует система уравнений равновесия, решение которой позволяет 

определить значения вертикальных составляющих реакций в точках крепления каната: 
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где l – длина пролета, a, b – расстояния груза от левой и правой опор соответственно, H – 

горизонтальная составляющая реакции в точках крепления каната (распор), h – разность 

высот точек крепления каната. 

Из решения системы уравнений (5) получим для реакций VA, VB следующие зависимости: 

l

PbHhql
VA 2

222 +−=
                          (6) 

l

PaHhql
VB 2

222 ++=
                         (7) 

Поперечную силу Q(x) в зависимости от координаты поперечного сечения каната найдем по 

формуле: 

( ) ( )bxPqxVxQ A −−−= He                (8) 

где He(ξ) – единичная функция Хевисайда, ξ – аргумент единичной функции Хевисайда (в 

формуле (8) ξ = x – b), причем единичную функцию Хевисайда определим следующим 

образом: 

( )
( )
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                  (9) 



После подстановки выражения для VA по формуле (6) в выражение (8) для поперечной 

реакции Q получим: 

( ) ( )bxPqx
l

PbHhql
xQ −−−+−= He

2

222

  (10) 

Поскольку канат практически не сопротивляется изгибу, а по условию равновесия 

изгибающий момент M(x) в любом его сечении равен нулю, запишем следующее равенство: 

( ) ( ) 0=− xHyxM                  (11) 

Или иначе: 

( ) ( )
H

xM
xy =

                  (12) 

Продифференцируем выражение (12) по x, тогда получим следующую зависимость: 

( )
dx

xdM

Hdx

dy ⋅= 1

                  (13) 

Поскольку производная изгибающего момента по координате x является поперечной силой 

Q: 

( ) ( )xQ
dx

xdM =
                                         (14) 

Выражение (13) перепишем следующим образом: 

( )
H

xQ

dx

dy=
                     (15) 

Под действием собственного веса и веса груза P канат принимает форму кривой S, длина 

которой находится по известной зависимости: 

∫∫∫ 
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С учетом формулы (15), уравнение (16) представим в следующем виде: 

( )
∫ 
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Выражение для длины кривой S по формуле (17) можно разложить в ряд по [8-9] с целью 

упростить последующие вычисления, тогда: 

( )
∫ 
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Последнее выражение запишем следующим образом: 



( )( ) dxxQ
H

lS
l

∫+≈
0

2

22

1

                   (19) 

Для упрощения записи перепишем зависимость (19) следующим образом: 

D
H

lS
22

1+≈
                      (20) 

где использовано обозначение: 

( )( )∫=
l

dxxQD
0

2

                       (21) 

Подставим выражение для поперечной силы Q(x) по формуле (10) в зависимость (21): 

( )∫
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После интегрирования по [8-10] формулы (22) получим общее выражение в следующей 

форме: 

( ) ( ) ( ) +−⋅−⋅⋅
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Окончательно для вспомогательной величины D получим следующее выражение: 

( )

l

bPHhPbhHqlPlbHh
blq
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 −
=

(24) 

Начальная длина каната (без нагрузки) определяется в соответствии со схемой на рисунке 3 

по формуле: 

22 hlL +=      (25) 

Относительная деформация растяжения каната ε под действием нагрузки связана с распором 

H и жесткостью каната K следующей зависимостью: 

K

H=ε
      (26) 

Поскольку: 

L

LS

L

L −=∆=ε
,      (27) 

из формулы (26) получим следующее выражение: 
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Выражения (20), (25), (28) в совокупности образуют уравнение относительно распора H: 
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   (29) 

где вспомогательная величина D определяется по формуле (24). 

При заданных значениях l, h, K, P, b, q уравнение (29) решается относительно величины H. 

При выводе уравнения изогнутой линии каната под действием нагрузки необходимо учесть 

разность высот точек его закрепления. В связи с этим перепишем уравнение (9), 

описывающее равновесие каната, в следующем виде: 

( )
dx

xdQ

Hdx

yd 1
2

2

=
     (30) 

С учетом выражения (8) для поперечной силы Q(x) получим: 

( )bx
H

P
q

dx

yd −−−= δ
2

2

    (31) 

где δ(x – b) – дельта–функция Дирака [10]. 

Общее решение уравнения (30) имеет следующий вид [10]: 

( ) ( ) 21

2

2
He)( CxC

H

qx
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H

bxP
xу +++−−⋅=

  (32) 

Для определения постоянных C1 и C2 (обеспечивающих учет особенностей закрепления 

концов каната на разной высоте) воспользуемся начальными условиями, которые следуют из 

расчетной схемы на рисунке 3. В этом случае: 
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При начальных условиях по выражению (33), после совместного решения уравнений (32), 

(33) получим выражения для постоянных C1 и C2: 
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Тогда решение уравнения (32) примет вид: 

( ) ( ) ( )bxbx
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При этом вертикальное перемещение каната под действием собственного веса и веса груза 

(провис каната) рассчитаем по следующей зависимости: 



( ) ( )xy
l

h
xxyyf −⋅=−= 0

    (36) 

где y0 – вертикальная координата сечения каната без нагрузки. 

Таким образом, уравнения (6), (7), (24), (29), (35), (36) позволяют определить реакции в 

точках закрепления каната VA, VB, H (что необходимо при расчете крепления плавучего 

основания и береговой мачты) и провис каната f.  

Анализ расчетных данных показал, что наибольшая величина провиса отмечается при 

нахождении груза в середине пролета, т.е. при β = 0,5l. Величину провиса в этом случае 

обозначим f(0,5), форма изогнутой оси каната является характерной при всех сочетаниях 

исходных данных для расчета. 

Аппроксимация полученных расчетных данных позволила получить многопараметрическую 

функцию для оценки провиса каната при нахождении груза в середине пролета (т.е. 

максимального значения), выраженного в процентах от длины пролета, при варьировании 

массы груза G (т), диаметра каната dK (мм), угла наклона каната φ (град): 

( )
790,0

385,0
2 166,36291,00202,0

Kd

G
F ⋅++−= ϕϕ

   (37) 

Далее аппроксимировали полученные расчётные данные и получили по аналогии 

многопараметрическую функцию для оценки распора при варьировании массы груза G (т), 

диаметра каната dK (мм), угла наклона каната φ (град) (влияние прочих факторов можно 

считать несущественным): 

( ) 700,0662,02 004,50193,000198,0 KdGH ⋅+−= ϕϕ    (38) 

Заключение 

Уравнения (37) и (38), полученные для расчета провиса несущего каната и распора, 

служат основой для исследований динамических реакций, расчет которых позволит уточнить 

составляемую математическую модель и расширить спектр ее применения – путем учета 

важного технологического параметра процесса доставки древесины с берега в воду или на 

плавучее основание, или наоборот, на берег, а именно – скорости перемещения пачки 

лесоматериалов, определяющей (наряду с весом и объёмом), производительность.  
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