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(360004, г. Нальчик, ул. Чернышевского 173), e-mail: bsk@kbsu.ru 
Нагруженные дифференциальные уравнения возникают при моделировании различных физических и 
биологических процессов, в частности, при изучении движения почвенной влаги, задачах 
теплопроводности. При решении краевых задач для нагруженного оператора Штурма-Лиувилля 
появляется необходимость повышения порядка точности применяемого конечно-разностного метода. 
Данная работа посвящена численному методу повышенного порядка точности решения краевой задачи 
третьего рода для нагруженного оператора Штурма-Лиувилля. В работе приведены необходимые и 
достаточные условия существования и единственности решения рассматриваемой задачи. В классе 
достаточно гладких коэффициентов доказана сходимость решения разностной задачи к решению 
дифференциальной задачи в равномерной метрике с четвертым порядком точности по шагу сетки. 
Основным методом исследования задачи является принцип максимума. С помощью принципа 
максимума получены априорные оценки погрешности приближенного решения в равномерной метрике, 
откуда следует её сходимость к точному решению задачи. 
Ключевые слова: третья краевая задача для нагруженного оператора Штурма-Лиувилля; однозначная 
разрешимость; численный метод решения повышенного порядка; равномерная оценка. 
 
NUMERICAL METHODS OF SOLVING BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF THE 
THIRD KIND OF HIGHER ORDER ACCURACY FOR LOADED STURM-LIOUVILLE 
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Loaded differential equations arise when modeling a variety of physical and biological processes, in particular in 
the study of movement of soil moisture, heat transfer problems. In solving boundary value problems for a loaded 
Sturm-Liouville appears the need to improve order accuracy used finite-difference method. This work is devoted 
to the numerical method of high order boundary problem solution of the third kind for a loaded Sturm-Liouville 
operator. The paper presents necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution 
of the problem. In the class of sufficiently smooth coefficients proved convergence of the solution of the 
difference problem to the solution of the differential problem in the uniform metric to the fourth order of 
accuracy in pitch grid. The basic method of investigation of the problem is the principle of maximum. With the 
help of the maximum principle, a priori estimates of approximate solutions in the uniform metric, which implies 
its convergence to the exact solution of the problem. 
Keywords: third boundary value problem for a loaded Sturm-Liouville operator; a unique solution; numerical method 
for solving high-order; uniform estimate.  
 

             В   работе   рассматривается численный метод решения краевой задачи 

( ) ( ) ( ) ( ) ,10, <<−=+−′′ xxfuxmuxgu ξ                                                                (1) 

( ) ( ),00 1ubu =′            (2)                                       

( ) ( ),11 2ubu =′−             (3) 

где  ξ  - фиксированная точка интервала ( )1,0 , 1b  и 2b  - положительные числа. 

Коэффициент ( )xm в уравнении (1) предполагается отличным от нуля хотя бы в одной точке 

отрезка [ ]1,0 .   



Пусть  ( )xp  и ( )xυ  - решения дифференциальных задач 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),01,00, 21 pbppbpxfpxgp =′−=′−=−′′                                      (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11,00, 21 υυυυυυ bbxmxg =′−=′−=−′′ ,                  (5) 

соответственно. Приведём формулировки теорем, в которых даются необходимые и 

достаточные условия однозначной разрешимости задачи (1)-(3). 

Теорема 1. Пусть  ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,, Cxmxgxf ∈ ,  ( ) 100 GxgG ≤≤<  и  выполнено условие         

( ) 01 ≠− ξυ .                                                                                (6) 

Тогда задача  (1)-(3) однозначно разрешима в  классе 
( )[ ]1,02C  , и её решение представимо 

в виде         

( ) ( ) ( )
( ) ( )x

p
xpxu υ

ξυ
ξ ⋅

−
+=

1 .                                                (7) 

Теорема 2. Пусть  ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,, Cxmxgxf ∈ ,  ( ) 100 GxgG ≤≤<  и функция  ( )xm  такова, что 

для всех [ ]1,0∈x    выполнено условие 

( ) ( )xgxm <≤0 .                                                 (8)  

Тогда решение задачи (1)-(3) существует, единственно и принадлежит классу 
( )[ ]1,02C . 

Эти теоремы доказаны в работах [ ]1 , [ ]2 . В дальнейшем будем считать, что выполнены 

условия В: ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1,0,, 4Cxmxgxf ∈ ,  ( ) 100 GxgG ≤≤< .  

Имеет место  

Теорема 3. Если ( ) ( ) ( )xmxgxf ,, удовлетворяют условию В и выполнено   (8), то решение 

задачи (1)-(3) принадлежит классу 
( )[ ]1,06C .  

Доказательство этой теоремы следует из однозначной разрешимости задач (4) и (5) в классе 

( )[ ]1,06C  при выполнении условий В, и представления решения в виде (7). 

Введём  на отрезке [ ]1,0   равномерную сетку  { }1;...,,1,0, ==== hNNiihxihω . Шаг h  

сетки   выберем  меньше половины меньшего из отрезков [ ] [ ]1,,,0 ξξ .  Номер  k   выберем 

из  условия  ( ) hkkh 1+<≤ ξ .  Используем для сеточной функции y , определённой на hω , 

обозначение [ ]5 : 2
11 2

h

yyy
y iii

xx
−+ +−= .  Дифференциальную задачу (4) аппроксимируем 

конечно-разностной схемой  
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а дифференциальную задачу (5) - конечно-разностной схемой  
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Конечно-разностные схемы (9) и (10) аппроксимируют задачи (4) и (5) соответственно, с 

точностью  ( )4hO , что не трудно показать с помощью разложений по формуле Тейлора. 

Пусть  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
3
31

2
3

1
31

0
33 ; ++− +++= kkkk yxLyxLyxLyxLyxL ,                                      (11)  

полином Лагранжа третьей степени, проведённый через точки ( )11, −− kk yx , ( )kk yx , , ( )11, ++ kk yx , 

( )22 , ++ kk yx .  Коэффициенты  Лагранжа вычисляются по формулам: 

 ( ) ( )( )( )
3

210
3 6h

xxxxxx
xL kkk ++ −−−−= ,   ( ) ( )( )( )

3
2111

3 2h

xxxxxx
xL kkk ++− −−−= , 

( ) ( )( )( )
3

212
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xxxxxx
xL kkk +− −−−−= ,   ( ) ( )( )( )

3
113
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xxxxxx
xL kkk +− −−−= .   (12) 

Введём обозначение ( )VLVlk ;3 ξ=   и покажем, что   Vlk  аппроксимирует значение ( )ξυ  с 

точностью ( )4hO . В силу равенств  ( ) 1-N,0,4 ∈+= ihOV ii υ , и ограниченности 

коэффициентов Лагранжа,  ( ) ( ) ( )4
33 ;; hOVxLxL =−υ . Поскольку полином ( )υ;3 xL  

аппроксимирует функцию ( )xυ  на отрезке 21, +− kk xx  с точностью ( )4hO , что следует из 



известной оценки погрешности полинома Лагранжа [ ]5 , то найдётся положительная 

постоянная ξ,VM , не зависящая от  h , что  

( ) 4
, hMVl Vk ξξυ ≤− .          (13) 

Аналогично, ( )ξp  аппроксимируются величиной ( )PLPlk ;3 ξ=  с точностью  ( )4hO , 

следовательно,  найдётся постоянная ξ,PM , что  

( ) 4
, hMPlp Pk ξξ ≤− .          (14) 

В качестве приближённого решения задачи (1)-(3) выберем сеточную функцию y : 

i
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1 , Ni ,0= .                   (15) 

Имеет место  

Теорема  4. Пусть  выполнены условия В и (8).  Тогда сеточная функция iy ,  определённая по 

формуле (15), сходится при  0→h   к  решению ( )xu  задачи (1)-(3) со скоростью  ( )4hO   в 

равномерной метрике. 

Доказательство. Используя представление (7) решения задачи (1)-(3),  получим оценку 

погрешности  yu −   в равномерной метрике: 
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Оценим слагаемые в правой части (16). Сначала оценим ( )hC
V ω . Отметим, что в силу 

принципа максимума разностной краевой задачи третьего  рода [ ]6 , решения задачи (10) 

положительны. Перепишем уравнение (10) в виде      
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Пусть положительный максимум  maxV  функции V достигается в точке ix , т.е.  iVV =max , где 

11 −≤≤ Ni . Тогда,  в силу 1+≥ ii VV ,  1−≥ ii VV ,  из  (17)  получаем оценку 
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Если 0max VV = , то из левого краевого условия (10) следует оценка: 
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Если NVV =max , то из правого краевого условия (10) следует оценка: 
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Таким образом, для решения задачи  (10)  имеет место оценка: 

0
max G

m
V C≤ .             (18) 

С  учётом аппроксимации порядка  ( )4hO  разностной схемы (10) на решении задачи (4), 

найдётся положительная постоянная  1,VM , что      

 ( )
4

1, hMV VC h
≤− ωυ .          (19) 

Также найдется положительная постоянная 1,PM ,что  

( )
4

1, hMPp PC h
≤− ω .          (20) 

Введём обозначение  ( ) ( )xmxgm −=∆ .  Если выполнено условие (8), то, как следует  из       

принципа максимума  третьей краевой задачи  для оператора Штурма-Лиувилля [ ]4 , ( ) 0>xυ , 

при этом имеет место оценка 

 ( )
1

1
G

m∆≥− ξυ .           (21) 

Получим нижнюю оценку выражения Vlk−1 .  Пусть 0h - шаг сетки, что 
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Тогда при ,0hh ≤  оценка  (13) принимает вид  ( )
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∆≤−ξυ , откуда следует: 
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Применяя оценки (13), (14), (18)-(22) из (16) получаем: 
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Из оценки (23) следует утверждение теоремы 4.  
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